1.- Se considera larecta r : (X,y,2z) =(t +1,2t,3t), el planom: X—2y—z=0y el punto
P(1,11). Se pide:

a) Determinar la ecuacion del plano 77 que pasa por el punto P y es paralelo a .

(0,9 puntos)

b) Determinar la ecuacién del plano 77, que contiene a la recta r y pasa por el punto P.
(1,2 puntos).

c) Calcular la ecuacién paramétrica de la recta interseccién de los planos 77 y 77,

(1,2 puntos)

Comunidad Valenciana, junio 2004, ejercicio B.

SOLUCION:
a) Plano paraleloa 77: Xx—2y—-z+A=0
Como pasa por el punto (1, 1, 1) se verificaque 1-2.1-1+A=0=> A =2
Plano buscado: x—2y—-z+2=0
x=1+t
b) Larectaren paramétricases: Yy =2t
z=3t
Un punto de la recta es Q(1,0,0) y un vector v=(1,2,3).
Ademas el plano pasa por el punto P(1,1,1)
Vector que une los dos puntos dados: @ =(0,11)
Con los vectores V y 65 y con el punto P formamos la ecuacién del plano 77,:
x-1 y-1 z-
1 2 3 (=0 = 2(x-D)+1(z-DH-3(x-)-Ly-1)=0
0 1 1
Es decir, 2Xx—-2+2z-1-3x+3-y+1=0 = -x-y+z+1=0
Plano buscado: —x—y+z+1=0

X-2y-z+2=0
¢) Con los dos planos obtenidos formamos un sistema:
-X-y+z+1=0
X—-2=2y-2
= 0=3y-3=>y=1
-X+z=y-1

Si llevamos el valor de y a cualquiera de las ecuaciones del sistema obtenemos:
X—21-z2+2=0= x=2z
Si hacemos Z=A tenemos:

X=A

y =1 (Ecuaciones paramétricas de la recta interseccidn de los dos planos)

z=A




2. - Dados los planos 77 : X+ Yy+2z=-5, 77, :X—3y -z =3y larecta r:%ZZyT_]'Zg,se

pide:

a) Determinar razonadamente la posicion de la recta r y resta s interseccion de los planos
7T Y 7T, . (1,7 puntos)

b) Obtener razonadamente la ecuacidon del plano que contiene a la recta s anterior y es
paralelo ar. (1,6 puntos)

Comunidad Valenciana, junio 2004, ejercicio A.

SOLUCION:
a) Interseccion de los planos 77, y 71,:
X+y+z=-5 X+z=-5-y
= ; Sumando, 2X=-2+2y = Xx=-1+y
Xx-3y-z=3 X—-2=3+3y

Sustituimos en la primera ecuacidn del segundo sistema:
-l+y+z=-5-y= z=-4-2y
Haciendo Yy = A, larectas, interseccion de los dos planos es la siguiente:
Xx=-1+A
Sisy=41
z=-4-2A
Unpuntoder: P(2,1,0). Unvectorder: v=(2,3,2)
Un punto de s: Q(—1,0,—4). Unvector de s: w=(1,1,-2)

Vector PQ = (=3,-1,-4)

2 3 2
Determinante formado por los vectores v, wy W}: 1 1 -2/#0 =lasrectasse cruzan.
-3 -1 4

b) Plano que contiene asy es paraleloar:
Tomamos un punto de s, un vector de s y un vector de r:

x+1l y z+4
1 1 -2|=0=2(x+)-4y+3(z+4)-2(z+4)+6(x+1)-2y=0
2 3 2

8(x+1)-6y+(z+4)=0=8x+8-6y+z+4=0= 8x—-6y+z+12=0

3. Calcula la ecuacién del plano que pasa por los puntos de coordenadas (1,0,0), (0,1,1) y
(4, 2,0). Determina la distancia del punto (2,1,1) a dicho plano.

Extremadura, junio 2004.

SOLUCION:
Para obtener la ecuacién de un plano necesitados un punto y dos vectores:




u=(100)-(011)=(1-1-1)

v=(10,0)-(120)=(0,-2,0)

Elegimos uno de los puntos dados, por ejemplo, (1,0,0).

La ecuacion del plano sera:

x-1 y-0 z-0
1 -1 -1|=0=-22-(-2)(-)(x-)=0=> -2z-2x+2=0
0 -2 0

Es decir, X+z-1=0

Distancia del punto (2,1,1) al plano obtenido:

OI(P,ﬂ):|ax0+by0+czo+d|:|1.2+0.1+1.1—1|:£: 2.2 -3

Ja? +b? +c? P+ +? N2 V242

4. Halla las coordenadas del punto simétrico de P(1, 2,—2) respecto del plano de ecuacién:

3X+2y+z-7=0

Andalucia, junio 2004.

SOLUCION: oP(L2,-2)
M
oP'(X,y',7)

Si la ecuacion del plano es 3x+2y+z—7 =0, el vector caracteristico del plano es
v =(3,2,1) y es vector director de la recta que pasa por los puntos P y P’; por tanto,

Xx-1 y-2 z+2

=A
3 2 1
x=1+31
Y en paramétricas, { Yy =2+ 24
z=-2+A

La interseccidn de la recta obtenida y el plano nos da el punto P’:

31+31)+2(2+2A)+(-2+A)-7=0= 3+94+4+41-2+1-7=0

14/1:2:/1:%




Sustituyendo A en la ecuacidn de la recta obtenemos las coordenadas del punto M:

x:1+3.1:19
7
1 16
=2+2.—=—
y 7
Z—_2 1:__13
7 7
Coordenadas del punto M: (E,l—G,_—lg)
7 7 7

Finalmente, aplicando la férmula de las coordenadas del punto medio de un segmento
obtenemos el punto buscado:

1+x 10 , 20 , 13
=T— = Xtl=— = X =—
2 7 7 7
2+y _E 2+y'_g3 ':E
2 7 7
-2+7 -13 , —26 ., —12
= -2+7=—=7=—"=
2 7 7
o (13 18 -12
Punto simétrico: P'| —,—,——
7 7 7

X+2y=6

5. Considera el punto P(2,0,1) y la recta r:{

a) [1 punto ] Halla la ecuacidn del plano que contieneaPyar.
b) [1,5 puntos] Calcula el punto simétrico de P respecto de la rectar.

Andalucia, junio 2005.

SOLUCION:
X=6-2t
Ponemos la recta en paramétricas haciendoy=t: <y =t
z2=2

Un punto de la recta r es R(6,0,2) y un vector v =(—2,1,0)
Restando las coordenadas de los puntos P y R obtenemos un vector:
w=(6,0,2)-(2,0,1) =(4,0,0)
Con el punto Py los dos vectores obtenemos la ecuacién del plano:
X-2 'y z-
-2 1 0 |=0=>x-2-4z-1)+2y=0, esdecir, x+2y-4z+2=0
4 0 1




1 P(2J02)
| v=(-2,0-1)

‘ P’(X ’y" Z!)

Plano perpendicular a r que pasa por P:
-2x+y+A=0
-2.2+1.0+A =0= A =4, luego la ecuaciéon del plano es: —2X+y+4=0

El punto de interseccidn de la recta r con el plano es M:

X=6-2t

r:dy=t
z=2

-2(6-2t)+t+4=0=-12+4t+t+4=0=>t :g y entonces, X=6—2.§:%;
8

=—; 2=2

Y 5

m( 2]
55

Ahora aplicamos la formula de las coordenadas del punto medio de un segmento:
2+xX 14 , 18
=—=X==
2 5 5

o+y 8 , 16
——oy =—
2 5 5
vz =3
2

(18 16
Punto simétrico de P: P (—,—,3)
5 5
6. a) ¢Estan alineados los puntos A(1, 0, -1), B(-1, 1, 2) y C(3, 0, 1)? Justificar la respuesta.

b) En caso afirmativo, determinar la ecuacidn de la recta que los contiene. En caso negativo,
determinar la ecuacién del plano que pasa por los tres puntos.

Canarias, junio 2004

SOLUCION:

a) Hallamos los vectores AB Yy AC
AB=(-112)-(L0,-1)=(-213)
AC=(312)-(10,-)=(2072)




Dichos vectores no son proporcionales, por tanto, no estan alineados.

b) Como no estan alineados, determinan un plano cuya ecuacion se obtiene tomando uno de
los puntos y los dos vectores obtenidos.
Si elegimos el punto A(L 0,—1) resulta:
x-1 vy z+
-2 1 3 [=0=2(x-1)+10y-2(z+1)=0=x+5y-z-2=0
2 0 2

X=2t
7. Halla la ecuacién del plano que contiene alarecta I =4 Yy =3+t yal punto P(2,-1,2)
z=1-t

Calcula la distancia desde el plano obtenido al punto Q(0,1,0)

Castilla La Mancha, junio 2005

SOLUCION:
a) Un punto de la recta dada es: R(0,3,1). Un vector de la recta: v=(2,1,-1)
Vector que une los puntos P y R: PR= (0,3)-(2,-1,2)=(2,-4,1)
Con el punto Py los dos vectores obtenidos formamos la ecuacion del plano.
X=2 y+1 z-2
2 1 -1{=0=3x+4y+10z2-22=0
2 -4 1

b) Distancia del punto Q(0,1,0) al plano obtenido:
4oIA+By,+Cz +D|_|30+4.1+100-22| _ 18 _ 18 _18/5

VR B rC? Fra0 15 55 2

8. Dado el punto P(1, 3, -1), se pide:
a) (1 punto) Escribir la ecuacién que deben verificar los puntos X(x, y, z) cuya distancia a P
seaigual a 3.

x=3A
b) (2 puntos) Calcular los puntos de la recta: < Y =1+ A cuya distancia a P es igual a 3.
z=1-4A

Madrid, junio 2005

SOLUCION:
a) La distancia entre los puntos P y X viene dada por la expresion:

d(P, X) =(x=D7+(y =37 +(2+17 =3 = (x=17+(y=9 +(z+)’ =

Se trata de una esfera con centro en P(1, 3, -1) y radio 3.




b) Un punto genérico de larectaes: X(3A, 1 +A, 1-4A)
Si se desea que d(X, P) = 3, tendremos:

(BA-1)2+ (1+A-3)%+ (1- 4N +1)* =3 =

= 94 -6A+1+A*-41+4-16A+164° =9

= 264 -261=0=A=0,A=1.

Los puntos seran: Q(0, 1, 1) y R(3, 2, -3).

x-1_ y-1 z-1
0 -1

9. Halla las coordenadas del punto interseccion de la recta

y del plano

2x-y+z-1=0.
La Rioja, junio 2005

SOLUCION:
Las ecuaciones paramétricas de la recta dada son:

X=1+A
y=1
z=1-4
Sustituyendo el punto genérico de la recta en el plano obtenemos la interseccion:

2(1+A)-1+(1-1)-1=0=A=-1

Entonces,
x=1+(-1)=0
y=1
z=1-(-)H=2

Punto de interseccion: P(0,1,2)

) X-y=3 X-z=4
10. Se consideran las rectas I : S:
Xx+y-z=0 2x-y=7
a) (1 punto). Halla la recta t, perpendicular ary a s, que pasa por el origen.
b) (1 punto). Halla las coordenadas del punto de interseccion de la rectas conlarectat

obtenida en el apartado a).
Madrid, septiembre 2005

SOLUCION:

a) Expresamos las rectas dadas en paramétricas:
Rectar:

Sihacemosy=t, X=3+t

z=3+2t

La recta r queda de la siguiente forma:




X=3+t
rqy=t siendo V=(1,1,2) un vector director de la misma.

z=3+2t

En la recta s hacemos x =u
y=-7+2u

z=-4+2u
La recta s queda de la siguiente forma:

X=U
S:qy=-7+2u ,siendo w=(1,2,1) un vector director de ella.
z=-4+u

Si hallamos el producto vectorial de vy w, obtenemos un vector perpendicular a dichos
vectores y, como consecuencia, perpendicular a las rectasry s:

i |k

1 1 2=i+2]j+2k-k-4i—-j=-3+)+k=(-31)

121

La recta que pasa por el origen y tiene a (—3,1,1) como vector director sera:
X=-34

O bien en paramétricas: t:y =1

z=A

P <
RN

X
-3

u=-31
b) Interseccién de lasrectassyt: < —7+2u=A
-4+u=,
Resolviendo el sistema obtenemos:
-7+2u=-4+u=uU=3. Entonces A =-3

El punto de corte de las rectas sy tes: P(3,-1,-1)

X=1+t
11. Encontrar la distancia del puntoP =(1,1,1)alarectalL ={ y =t
z=1-t

Murcia, junio 2005

SOLUCION:
Existen varias formas de hallar la distancia de un punto a una recta.
Veamos una de ellas:




All+t,t,1-t)

1

|
I d

|
PELLY)

A es un punto genérico de larectay PA es un vector variable. El que nos interesa es el que

sea perpendicular a la recta. Entonces el producto escalar de f’cA =(t,t-1,-t) yv=(11-1
ha de ser nulo. Por tanto, t.1+(t —1).1+ (-t).(-) =0 =t+t-1+t=0=t Z%

Entonces, PA=(1/3,-2/3,-1/3)

El médulo de PA es la distancia gue buscamos.

1 41 [6 |2
d=+@/3)?2+(-2/3)2+(-1/3)% = |=4+—+==, |- =,|=
J()()()ggg,/g‘/3

12. Considera el plano rt de ecuacién 2xX+ y—z+2 =0y larecta r de ecuacion
x—5_y_z—6
-2 m

a) [1 punto]. Halla la posicidn relativa de r y de it segtin los valores de m.

b) [0,75 puntos]. Para m = =3, halla el plano que contiene a la recta r y es perpendicular al
plano m.

¢) [0,75 puntos]. Para m = =3, halla el plano que contiene a la recta r y es paralelo al plano n.

Andalucia, junio 2006

SOLUCION:
a) Ponemos la recta en paramétricas:
X=5-2t
X=5 z-6
=y= =>9y= t
-2 m
z=6+mt

Sustituimos la recta en el plano y operamos:
-4
3+m

2(5-2t)+t—-(6+mt)+2=0=>10-4t+t-6-Mmt+2=0 = I+Mm=-4= t=

Si m# =3, la recta corta al plano en punto.

Si m= -3, no hay solucidn. La recta es paralela al plano.




b) El plano pedido viene determinado por el punto (5, 0, 6), el vector (—2,1,—3) y como es

perpendiculara 2x+Yy—2z+2=0, por el vector (2,1,-1)

X-5 'y z-6
-2 1 -3|=0 =>x-4y-2z+7=0
2 1 -1

c) Si queremos que sea paralelo a 2X+ y—z+ 2 =0 se ha de cumplir lo siguiente:
2x+y-z+A=0

Y si contiene a la recta r el punto (5, 0, 6) pertenece también al plano, es decir,
25+0-6+1=0=>41=-4

Plano buscado: 2X+y—-2z-4=0

13. Encuentra las coordenadas de los puntos de la recta de ecuacion
(X,Y,2) =(-111) +t(1,2,2) que estdn a distancia 1 del plano 2x+2y+2z=5

Catalufa, junio 2006

SOLUCION:
Un punto genérico de larectaesP=(1+1t, 1+ 2t, 1 +t); la ecuacidn del plano es
T:2X+2y+z-5=0

2(-1+t)+2(1+2t) +1+t -5 -
|2(-1+1) + 201+ 21) 1,

22+ 2241 3

Entonces, d(P, 7) =

=1 y de ahi se obtiene

quet=1t=1/7

Parat=1, el puntoes P1=(0, 3, 2).
Parat=1/7,serda P2 =(6/7,9/7,8/7).

x=t+1
14. Estudia la posicion relativa de las rectas ry s dadas por r =X=y =2, S=qy=t

z=t

En particular, éson perpendiculares o paralelas?

La Rioja, junio 2006

SOLUCION:
En primer lugar hallamos sus vectores de direccion:

v=(111); w=(111)
Como dichos vectores son proporcionales, las rectas son paralelas o coincidentes.
Tomamos un punto de la recta s: (1, 0, 0)

Lo sustituimos en larectar: 1=0=0 jabsurdo!. No la verifica. Las rectas son paralelas.




x=0
15. Determina los puntos de la recta r de ecuaciones 7z—3 que equidistan del
y-1="
2
plano rt de ecuacion X+ 2z =1y del plano 77 de ecuacién y—-z=3

Septiembre 2006, opcién A

SOLUCION:
Pasamos la recta a paramétricas:

y—1:E§§:t:>y:LH;z:3+2

x=0
r:3y=1+t

z=3+2
Un punto genérico de res (0,1+t,3+2t). Como piden los puntos que equidistan de los
planos 77y 77, tenemos que d(P,77) =d(P, 1)

+2t+3-
Planom: x+z=1 d(P,nm) IM

P +71

Plano 77: y-z=3; d(P,n’):lt+1_2t_3_3|
VE2+7

Igualando ambas expresiones y simplificando tenemos |2t+2| = |-t — 5|, de donde salen las
ecuaciones 2t+2=-t-5y 2t+2=t+5

De 2t+2=-t—-5salet = —% y un puntoes P(0,-4/3,-5/3)

De 2t +2=t+5 sale t =3 y el otro punto es P'(0,4,9)

16. Calculeladistanciade punto P = (1, -1, 3) alarectar. [2,5 puntos]

Xx=1+A
r.-«y=1-A41
z=1+21

Murcia, septiembre 2006

SOLUCION:
Veamos otra forma diferente a la empleada en el ejercicio 11 para determinar la distancia de

un punto a una recta:




o
A(LLI) v=(1-12)

| APXV | es el drea del paralelogramo.

|APxv| | .
——— es area del tridngulo.
APxv| _basexaltura e
Por tanto, | | = = | AP xv|=basexaltura

2

Como base=|Vv|y la altura es d, obtenemos la siguiente formula para hallar la distancia de un

| APxV|

punto a una recta: d =
[v]

En el caso que nos ocupa, A=(1,11), P=(1-13), AP = (0,-2,2),v=(1-12)

ik
APxv=|0 -2 2=-2i+2j+2k=(-2,272)
1 -1 2

d= “(_2)2+22+22 :\/E: E:\/E
JP+(-12+22 6 V6

17. Halla la ecuacidn del plano que contiene a los puntos P (0,1, 1) yQ (1, 0, 1) y es paralelo

x+3 y z-1

1 0 2

Navarra, junio 2006

alarectar =

SOLUCION:
El plano pedido viene determinado por cualquiera de los dos puntos, el vector PQy el vector

director de la recta. Esto es, por: P=(0,1,1); PQ=(1,-1,0)y=(1,0, 2)

Su ecuacion es:




X y-1 z-
1 -1 0(=0 = -2x+1z-1)-2(y-)=0 = 2x+2y-z-1=0
1 O 2

18. a) Halla la ecuacién del plano determinado por los puntos: A(1,3,2),B(2,0,1)y
C(1,4,3).

Xx=31-1
b) Estudia la posicién relativa de larecta I =< Y = A + 2 con respecto al plano anterior,
z=21

hallando el punto de interseccién en caso de que se corten.

CANARIAS / JUNIO 06

SOLUCION:
a) AB=(L-3-1); AC=(0,1))

Elegimos uno de los puntos, por ejemplo, el punto A(1, 3, 2)
La ecuacién del plano pedido es:
x-1 y-3 z-2
1 -3 -1|=0 = -3(x-)+z-2)+1x-1)-Ly-3)=0=
0 1 1
= 2x+y-z-3=0
b) Sustituimos las coordenadas de la recta en la ecuacidn del plano:

2(3)l—1)+(/1+2)—2/1—3=0:>5)l—3:0:>)l=%

Por tanto, la recta y el plano se cortan cuando A = % ; esto es, en el punto

P(3.3/5-1,3/5+2,2—-3/5), es decir, P(4/5,13/5,6/5)

19. En el espacio se consideran:

e Larectarinterseccion de los planos de ecuaciones implicitas:

2X-2y-z2=9y 4x-y+z2=42

¢ Ylarectas que pasa por los puntos (1, 3, —4) y (3, =5, —2). Se pide:

a) Calcular las ecuaciones paramétricas de la recta r (0,8 puntos) y de la recta s (0,3 puntos)

b) Justificar que las rectas r y s se cruzan (0,8 puntos).

c¢) Calcular un vector direccional de la recta t, perpendicular comin alasrectasrys,
(0,4 puntos) y calcular el punto P de interseccion de las rectas sy t (1 punto).

COMUNIDAD VALENCIANA / SEPTIEMBRE 06




SOLUCION:

2x-2y-2=9 -2y—-7z2=9-2X
a) = —-3y=51-6x= y=-17+2x

Ax—-y+z=42 - —y+z=42-4x
En la segunda ecuacion:
Ax—(-17+2X)+z2=42= z=25-2x

X=A
Y haciendo X =A larectar queda de la siguiente forma: r:sy=-17+24
z=25-21

Recta s que pasa por los puntos (1, 3, —4) y (3, =5, —2):

v=(2,-8,2)
X=1+2u

S:qy=3-8u
z2=-4+2Uu

b) Un punto y un vector de la rectares P(0,-17,25); v=(1,2,-2)

Un punto y un vector de larectases Q(1,3,-4); w=(2,-8,2)
Vector que une los puntos Py Q: E@ =(1,20,-29)
Determinante de los vV, Wy E@:

1 2 -2
2 -8 2|=232+4-80-16-40+116=216+# 0= las rectas se cruzan.
1 20 -29

¢) Hallamos el producto vectorial de v y w:

i j kK
1 2 -2=-12i-6j-12k =(-12,-6,-12)
2 -8 2

El vector obtenido es perpendicular a las dos rectas. Pero en vez de tomar (—12,-6,-12)

podemos tomar (2,1, 2) que es proporcional a él.

Vector direccional de la recta t, perpendicular cominaryas: (2,1, 2)




X=A

r:qy=-17+2A4
z=25-24
u=(212

X=1+2u

S y=3-8u

z2=-4+2u

Un vector genérico de la recta t perpendicular cominaryases:
RS = (1+ 24,3 - 84, ~4+ 211) — (A, =17+ 24, 25— 2), es decir,

RS=1+2u-A,20-8u=2A,-29+ 24+ 2]) y como tiene que ser paralelo a (2, 1, 2)

- —8u— - 18 +31=39
1+2u-4 = 20-84-24 = 29+2p+24 que da lugar al sistema H
2 1 2 31=30
1
A=10;, u==
H 2

Los puntos de corte de la perpendicular comun con cada una de las rectas son:

R(10,3,5) y S(2,-1,-3)

X=2+2t
Y las ecuaciones de larectat estas: t:qy =—1+t
z=-3+2

20. Considera los puntos A(0,3,-1) y B(0,1,5).

(a) [1’25 puntos] Calcula los valores de x sabiendo que el tridngulo ABC de vértices A, By
C(x,4,3) tiene un angulo recto en C..

(b) [1°25 puntos] Halla la ecuacidn del plano que pasa por los puntos (0,1,5) y (3,4,3) y es
- : X-y+z=0
paralelo a la recta definida por las ecuaciones

2x+y=3

Andalucia, junio 2007. Opcién B




SOLUCION:
a) A(0r31_1) ’ B(O,l,S) y C(Xl4l3)
Si el tridngulo es rectangulo en C el producto escalar CA.CB es cero

=

C
CA=(-x,-1,-4); CB=(-x,-32)
CACB=x*+3-8=0= x=+./5

Hay dos soluciones para "x".

b) Para formar un plano necesitamos un punto y dos vectores independientes.

Como punto podemos tomar uno de los dos que nos dan, por ejemplo, (0,1,5)
Un vector puede ser: V=(3,4,3)-(0,1,5) =(3,3,-2)

El otro vector puede ser un vector de la recta dada:

-v+7z=0 -1 111 111 -
N = =(-12,3)
2x+y=3 1 0|0 2212 1

x-0 y-1 z-

Por tanto, | 3 3 -2 |=0=>9%+2(y-1D)+6(z-5+3(z-5)+4x-9(y-1) =0

-1 2 3

13x-7y+9z-38=0




