1.- Discutir el siguiente sistema, segun los vaaeA:

x—2y-Zz=10
Ax+10y-z =10
x+1dv+oz=10
x+hEy+ Az =10

Resolverlo cuando tenga infinitas soluciones.
Universidad de Andalucia

SOLUCION:
Hay cuatro ecuaciones y tres incognitas, una ds bt de ser combinacion lineal de las
otras:

Si aplicamos el método de Gauss resulta:

1 -2 -2 0} {1 -2 -3 0} {1 -2 -2
3 10 -1 0] o 16 8 o |o 16 8

1 14 5 ol o 16 8 o |o o 0

1 6 4 of lo g8 a+3 0| o o -40a+3

1 -2 =3 0

Lo T o T o B o

que es equivalente a [ 2 1 0
D0 A+3 0

después de dividir la segunda fila por 8 y la terqer - 4

SiAa#— 3, el nimero de ecuaciones (3) coincide con elemarde incognitas (3), luego
se trata de un SCD (sistema compatible determinadhjcion Unica, que al ser un sis-

tema homogéneo, la solucién es la trivial: x = 6;@; z = 0.

SiA=- 3, el nimero de ecuaciones (2) es menor que ebmide incognitas (3), SCI,

infinitas soluciones.




Un sistema equivalente seré* ~ 27~ =0
2y+z=10
Haciendo y = k, obtenemos z=2k
y sustituyendo en la 12 ecuacion, x - 2k - 3(=2K) es decir, x = 4k

La solucién del sistema es, por tanto,

x=-4k
y==k
z=—2k
ke R

2.- Halla razonadamente una matriz 3x3 que depéadias parametrasy |1 que no

tenga ninglin elemento nulo y cuyo determinante)séa 2.
Universidad de Murcia.

SOLUCION:

Partimos de una matriz 2x2 cuyo determinantex$eau ?, por ejemplo,

y =[ A ,,/:.-]
—a A
Det(M) =x?+p?
Ampliamos la matriz con una fila y una columna deera que no se altere el valor de
0 0

1
su determinante: |0 A
0

- .'dl'l z'-1

(El determinante de una matriz es igual a ala sumi@ los productos de una fila o columna multiplica-
dos por sus adjuntos correspondientes)

1 A Fa
Eliminamos los ceros de la 12 fila sumandoleda:|0 .4
o - Fa A

1+4 A4 4

Finalmente, eliminamos los ceros de la 12 columnzéadole la 2&| A A
- ..d'.' - I.d'.' ,»'-'|




(Si a una fila o columna se le suma una combinacimeal de otras filas o columnas, el determinante
no varia).

El determinante de esta Ultima matriz sigue sienél®e u?, como puede comprobarse.

3.- Considera lamatriz 4= .4

— = [
=L

a) Halla los valores depara los que la matriz A no tiene inversa.

b) Tomandoa =1, resuelve el sistema, escrito en forma matrici

x 0
Alv]|=]0
z 0

Andalucia, junio, 2000

SOLUCION:

a) Si el determinante de una matriz cuadradauzg &cero, no tiene inversa, por tanto:
1 2 1
A 1 0Of=0
o 1 A

Desarrollando el determinanfe A - 22 2=- 202+ 20 =0=2A%-2A =0

Y dividiendo por 2 y sacando factor coménA - 1) =0=>A =0;A =1

1 2 1)=x 0
b) SiA =1, el sistema dado en forma matricial queda| { 1 g][y] = [D]
01 1)z 0

gue es equivalente al siguiente sistema homogéneo:

x+2y+z=10
x+y=10
ytz=0




Lo resolvemos aplicando el método de Gauss:

1 2 10 1 2 1 0 1 2 1 0
11 0 0]~ -1 -1 0]~ -1 -1 0
o1 1 0 o1 1 0 o 0o o 0

x+Z2y+z=10

es decir,
—y-—z=10

De la 22 ecuacion resulta y-z

Y sustituyendo enla 18 x +2¢) +z=0; x=2

Solucién: x=1z; y=2z; z:cualquier numero real.

a b
4.-Silamatriz 4=|4 e | tiene determinante n, averigua el valor del
g ki
6d de ZfF d+f e f+e
determinante de las siguientes matrices: B =|3g 2k i O=la+ec b c+h
S &b A g+i h i+h
Cantabiria, junio, 2000
SOLUCION:
a b o bd de 2F Ba &b 3r
St Det(d)y=|d e fl=n Det(B)=[3g 2k i|=-3g 2h i
;R 1 Sa 6BL G bd de Z2fF

Después de intercambiar la primera y la terceaa Ehtonces,

2 Z2h ¢ a b o=
Det(By=-3203g 2h i|=-3232g h i
id 2e f d e f

Donde hemos sacado factor comun a la 12 y a lal@hoa.




Finalmente, intercambiando la 22 y la 32 fila, lskeme:

a b
DetiBy=-36(-Dld e JF|=36x
g h i

Calculamos ahora el determinante de C:

d+ 7 e fFHte a+te b c+tbh
DetiCh=la+e b c+b|=-W+j7F & f+e
g+i h itk g+i h i+th

Ahora descomponemos el determinante obtenido edetesminantes a través de los

elementos de la 32 columna:

atec & ¢ |late & &
DetiCh=-ld+F e fl-ld+Ff e e
g+i ki g+i k k

El segundo determinante obtenido vale cero por o columnas iguales, y el prime-
ro lo descomponemos también en dos determinaritagés de los elementos de la 12
columna:

a b oo ¢ B ¢
DetiCh=—-ld & f|-|f ¢ Jfl=-»n
g h i| |i R i

Ya que el segundo determinante obtenido tambiénogab por tener dos columnas

iguales.

. J2 3 2x+3y =38
5.- Con la inversa de la matri resoiver
4 2 dx+2y =1

Obtén razonadamente la matriz inversa de una mfstiaadrada y de orden 3,

1 00
sabiendo que A+A = |, donde/ =|0 1 @
o o1

Comunidad Valenciana, junio 2001, ejercicio A




SOLUCION:

Hallamos el determinante de la matriz dada:

Det(M) = 4-12= -8

Calculamos los adjuntos de cada uno de los elemeletdicha matriz:
Ai=2, Ap=-4

Api=-3;, An=2

La inversa se obtiene tomando la traspuesta dedjositos obtenidos y dividiendo por
el determinante di!:

i A

1
al-4 2

Poniendo el sistema en forma matricial result =
4 2|yl |3

Multiplicando porM'lporIaizquierda[j 2]1[3 2][;]=[j 2]1[:]
st SR N A A B ‘_i*_Z {d

La solucibnes x=1; y=2

Para la segunda parte del problema procedemosstiguiante forma:
Si A>+ A=1 entones, AA+1)=1

Y multiplicando por la izquierda p@” obtenemos
A*AA+1)=A'l, esdecir, A+ 1= At

luego la matriz inversa de A e = A + |




1 0 2 10 .
6. Dadas las matrices A=| -2 1 x| C=|0 1| D :( :J
1 x O 00

a) éPara qué valores de x la matriz A posee inversa?
b) Calcula lainversa de A parax=-1

¢) ¢Qué dimensiones debe tener una matriz B para que la ecuacion matricial A.B = C.D tenga

sentido?. Calcula B parax=-1

Asturias, junio 2004

SOLUCION.
a) Para que una matriz tenga inversa, su determinante tiene que ser distinto de cero.

Veamos para qué valores se anula el determinante de la matriz A:

X 0
Al=|-2 1 X=-4x—2-x2= 0=>x2+ &+ 2= G>x=— 2/ ¢
1 x

La matriz A tiene inversa para todo X# -2+ \/E

b) Calculo de la inversa de A para x = —1:

1 0 2
Al=|-2 1 -1=-41- 2 €=
1 -1 0

-1 -2 -2

1
=2/ A=~ =1 At=l- -2 -3
1 - 1
11 1

es decir,




-1 -2 -2
A't=|-1 -2 -3
1 1 1

c) Cesunamatrizde orden 3X2yDes 2X2. C.D es, por tanto, de orden 3% 2

La ecuacién matricial planteada es A.B = C.D luego A.B ha de ser también de orden 3% 2
Como A es 3% 3 B tiene que ser 3X 2

Recordemos que para que dos matrices sean multiplicables, el nimeros de columnas de la

primera matriz tiene que coincidir con el nimero de filas de la segunda, es decir, X .Y = Z
mxn nxp  mxp

AB=CD= A'AB=A'CD=B=A"'CD
-1 -2 -2(1 0 -1-2 - 1 -1-

10
B=|-1 -2 -3||0 1(0 :J:—l—Z— .0 1= - 1-
1 1 1){0 O 1 1 1){0 1

7. Estudiar segun el valor del parametro A, el sistema de ecuaciones:

AX+y+z=1
X+Ay+z=A1
X+y+z=7*

y resolverlo si en algtin caso es compatible indeterminado (2,5 puntos)

Aragoén, septiembre 2005

SOLUCION.

. . . * . . . .
Sea M la matriz de coeficientes y M la matriz ampliada. El sistema es compatible
cuando dichas matrices tiene el mismo rango; en caso contrario, el sistema no tiene
solucion.

Por tanto:
A1 1
M=l1 A L4A |=Mm
1 1 122

La matriz de coeficientes la forman las tres primeras columnas.
Determinante de la matriz de coeficientes:




=) -20+1= (- 1f

Ll R
[ N

Se pueden dar dos situaciones:

A=1ly A#1

e Si A #1 el determinante de M es distinto de cero lo que significa que el rango de la matriz
de coeficientes es 3. Ademads rang(M’) = 3 = nimero de incégnitas. S.C.D.

¢ Si A =1 el determinante de M vale cero.

111
Ademds la matriz M queda de la forma siguiente: M =1 1 1|y surango vale uno.
111
1111
Lo mismo ocurre con la matrizampliada: M =|1 1 1 1|y surango también vale uno.
1111

Sistema compatible indeterminado ya que los rango son iguales pero menor que el nimero de
incdégnitas.

El sistema queda de la forma siguiente:
Xx+y+z=1
Despejando x obtenemos X =1—Yy—Z y haciendo Yy =a; z= [ la solucidn del sistema que-

da asi:

x=1l-a-p8
y=a
z=p

8. Responde si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas y justifica tu respuesta.

a) Si Ay B son dos matrices cuadradas cualesquiera, se cumple que:
(A+B)* = A’+B?+2AB

b) Si A es una matriz cuadrada que cumple A= (0), entonces tiene que ser A=(0)

c) Si A es una matriz cuadrada cualquiera, se cumple que: (A+1)(A-1) =A% —|
Nota: (0) representa la matriz nula d la misma dimensién que A.

Andlogamente | representa la matriz identidad.

CANTABRIA / JUNIO 05

SOLUCION.

a) Es falso, pues el producto de matrices no es conmutativo: AB # BA.

(A+B)? =(A+B)(A+B) = A’+B*+ AB+BA




0 O
b) También es falso. Sea, por ejemplo, una matriz distinta de cero: A= (4 j

0
, (0 0)(0 O 0.0+ 0.4 0.6 O. 0
Entonces, A° = . = =
4 0)4 O 4.0+ 0.4 4.6 O. 0
c) Es cierto pues, (A+1)(A=1)=A*>-Al +1.A-1?=A%-1 yaque Al =1|.A yademas

2 _
- =1

9. Halle todas las matrices A=(3;), cuadradas de orden tres, tales que a,, =a,, =0y

A+ A' =4l , siendo | la matriz identidad de orden tres y A' la matriz traspuesta de A, de la
que ademas se sabe que su determinante vale 10.

GALICIA /JUNIO 05

SOLUCION.

a b c
La matrizAserd: A=| 0 d e
f 0 g

a b c a 0 f 4 00
Ycomo A+ A =4] setiene: [0 d el|+|/b d 0(=|0 4 O
f 0 g c e g 0 0 4
2a b c+f 4 0 0 2a=4;b=0;c+f =0
b 2d e |[=|0 4 0|=:2d=4;e=0
c+f e 2g 0 0 4 20=4

Entonces, a=2;d=2; g=2;f =—cC

2
Y la matriz A queda de la siguiente forma: A=| 0
—-C

o N O

C
= 10: es decir,

Como el determinante de la matriz vale 10, se obtiene:

o N O

2 01 2 0
8+ 2c* =10=>c =+ 1 Las matrices pedidasson: A=| 0 2 Ol y A =0 2 0
-1 0 2 1 0 2




10. Estudiar el sistema segtin los valores de m (7 puntos) y resolverlo para m = -1 ( 3 puntos).
Xx+y=1
my+z=0
Xx+(m+l)y+mz=m+1

ISLAS BALEARES / SEPTIEMBRE 05

SOLUCION.

Podemos aplicar el método de Gauss:

1 1 0| 1 1 1 0 1
O m 1| O (~|0Om 1| 0|~ Om 1| 0
1 m+1 m|m+1 Om mm

Pueden darse tres situaciones:

« Sim=0:
110 11
La matriz de coeficientes queda de la siguiente forma: M ={0 0O 1|~| 0 O 1jyen-
0 0 -1 0 0O
tonces rang(M) =2
11 0 1 1 10
Matriz ampliada: M" =0 0 1 0|~/ 0 0 1 rang(M") =2
0 0-10 0 0O

Los rangos son iguales pero su valor es menor que el numero de incdgnitas.
Sistema compatible indeterminado. (Infinitas soluciones)

« Sim=1:
110
La matriz de coeficientessera: M =| 0 1 1| ysurangoes2. rang(M)=2
0 0O
1101
Matriz ampliada: M" =0 1 1 Olcuyorangoes3; rang(M’) =3
0 0 01

El sistema es incompatible porque los rangos no son iguales.

e Sim#0ym# 1 Elrango de la matriz de coeficientes y el de la matriz ampliada es 3.
Y como coincide con el nimero de incdgnitas, el sistema es compatible determinado.

El problema también puede resolverse por determinantes.




1 3
] ) 1 2 A ]
11. Se consideran las matrices A= 1 1 ; B=| A 0] donde A es un niumero real.
0 2
a) (1.5 puntos) Encontrar los valores de A para los que la matriz AB tiene inversa.
X

a
b) (1 punto) Dados a y b niimeros reales cualesquiera, {puede ser el sistema A| Y =( j

b
V4
compatible determinado con A la matriz del enunciado?.

ARAGON / JUNIO 06

SOLUCION.

1 3
1 2 A +20 3+ 2
a) AB= A 0=
1 -1 - 1-A 1

Para que AB tenga inversa es necesario que su determinante sea distinto de O:

1+21 3+ 24
1-4 1

|AB| = =2A*+31-2

Valores que anulan el determinante:

o1+ 3] 92 O ] = -3+,/9-4.2¢2)_-3+5_|2
4

Ve

Para AZ-2y A# % la matiz AB tiene inversa.

o Aly <[ 12 2\ _(a
PAYIEY ‘:’1—1—132’_b

X+2y+Az=a
X-y-z=b

Como este sistema tiene menos ecuaciones que incégnitas nunca puede ser compatible de-
terminado.




